
UNE ANTINOMIE QUASI-KANTIENNE DANS 
LA FONDATION CANTORIENNE DE LA THEORIE 

DES ENSEMBLES 

§ 1 Introduction. 

L'un des problemes fondamentaux de Ia physique mod erne 
est Ie rapport qui s'institue en elle entre I'expression mathe
matique de ses theories et Ie suppose "reel" physique qui 
doit en constituer Ia reference objective. Nul doute que ce 
rapport ne soit extremement subtil et complexe, au point 
que les tentatives de Husserl (dans la Krisis) et de Heidegger 
(notamment dans Die Frage nach dem Ding) sur la question 
ne peuvent, tout au plus, qu'etre considerees comme des 
preliminaires, certes extremement riches, mais ne donnant 
de Ia "chose" qu'une sorte de vue de loin, une ebauche des 
contours. Contraircment a ce que toute une tradition deja 
instituee voudrait nous faire penser, l'epistemologie phenome
nologique ne fait peut-etre que commencer. Mais il faut 
alors, precisement, abandonner nos certitudes, et tout d' a
bord nous demander quel est Ie sens d'etre de la mathema
tique, ne serait-ce deja que pour preciser davantage quel 
sens d'Ctre est coextensif du mathematique au sens OU l'en
tend Heidegger 1. 

Que Ie mathematique soit, pour ainsi dire, l' a priori, c' est 
ce que l'on pourrait conceder plus ou moins aisement si 
cela n'impliquait d~ja, d'une certaine maniere, I'ideal d'une 
cOIncidence avec soi de l' a priori, qui est constitutif, on Ie sait, 
de toute une metaphysique - celle dite de la subjectivite 
que l'on ne retrouve peut-etre pas tant chez Descartes ou 

1. Qu'est-ce qu'une chose?, tr. fro par J. REBOUL et J. 'l'AMINIAUX, Ga1-
1imard, Paris, 1971, pp. 81 - 88. 
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HusserI que chez Hegel. Kant, deja, avait montre, dans la 
Dialectique transcendantale, que l'adequation a soi de l' a priori 
est une illusion transcendantale indestructible de l'esprit 
humain. Mais il ne l'a montre, en quelque sorte, qu'a l'in
terieur de sa "doctrine de la science", dans Ie cas, precise
ment ou l'a priori parait, en tant que tel, comme "puissance 
de generation" de phenomenes, et c' est pourquoi la premiere 
antinomie de la Raison pure, entre l'infinite actuelle et la 
finitude du monde, est une antinomie cosmologique. Kant 
continue de penser que la mathematique resulte, quant a son 
fond, de la construction du concept (a priori) dans l'intuition 
pure (a priori). Nulle mefiance, chez lui, quant au fait que 
pareiUe construction pourrait a son tour engendrer des il
lusions -la mathematique du XIXe siecle n'est pas encore 
la, et en particulier la refiexion, par les mathematiciens, 
des fondements de l'analyse et de la theorie des nombres 2• 

Nulle prescience, pour ainsi dire a fortiori, de ce que la re
prise "orthodoxe" de sa doctrine allait conduire, avec les 
"intuitionnistes" du XXe siecle, a une "reforme" de la ma
thematique, voire meme a la creation d'une nouvelle mathe
matique. 

Certes, no us ne faisons pas a Kant Ie reproche absurde de 
ne pas avoir etc "omniscient". Personne ne l' est. Mais ce 
que nous voudrions montrer ici, c'est que, pour autant, il 
serait pour Ie moins hatif ou stupide de considerer l'ceuvre 
kantienne comme "depassee". Les deux premieres antinomies 
de la Raison pure ont ceci de caracteristique qu'eUes con
cement Ie statut physique, donc "objectif", que l'on doit, 
d'un point de vue critique, attribuer a l'infini (infiniment 
grand et infiniment petit), et c'est a trois siecles de meta
physique moderne (depuis Nicolas de Cues et Giordano 

2. cr. notre etude De i'illusion transcendantale dans la tMorie cantorienne 
des ensembles (§ 1), parue dans les Annaies de l'Institut de Philosophie de i' ULB, 
Editions de I'U niversite de Bruxelles, Bruxelles, 1986. 
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Bruno jusqu'a Leibniz et aux "leibniziens") qu'elles mettent 
fin. Mai.s c'est aussi, pour peu qu'on soit attentif, Ie rapport, 
demeure non interroge avant lui, entre l'analyse mathema
tique (calcul differentiel et integral) et Ie reel physique, qu' 
elIes interrogent. 

Notre objet est en effet de montrer, ici, que la premiere 
antinomie de la Raison pure n'est pas tant, dans ses pro
fondeurs, une antinomie qui concerne la cosmologie, qu'une 
antinomie qui concerne l'infini (l'infiniment grand) actuel. 
Nous allons Ie voir en construisant une antinomie "quasi
kantienne", de meme structure, a propos de la tentative can
torienne (qui a echoue) de fonder mathematiquement Ie 
continu arithmetique. Si l'infiniment grand actuel, et, correla
tivement, Ie continu ,procedent d'une illusion transcend an
talc, alors qu'en est-il de l'analyse, et de la theorie des nombres 
dont elle a besoin, pour peu qu'on n'evacue pas subtilement 
les difficultes dans des axiomatiques et des formalisations 
ad hoc? Et que fait-on au juste quand on ecrit une equation 
differentielle en physique et qu'on I'integre (en introduisant 
des conditions aux limites qui sont Ie plus souvent des con
diti.ons a l'infini)? Probleme trop vaste, immense, auquel 
nous ne pretendons pas apporter de reponse. l\1ais probleme 
qu'il faut poser, puisqu'il se pose deja en mathematiques, 
puisque la contruction dans l'intuition "pure" doit se mefier 
d'elle-meme des qu'elle approche I'infini, c'est-a-dire, en 
fait, pratiquement, des Ie commencement (d'ou Ie "recom
mencement" intuitionniste); ou puisque l'''intuition'' d'un 
objet matMmatique peut deja Nre une illusion (transcen
dantale) d'intuition - ce qui justifie, au moins "technique
ment", Ie projet axiomatique et formaliste, meme eu egard 
aux theorcmes de limitation bien connus. 

Nous pensons cependant que Ie "nominalisme" logico
mathcmatique qui s'en remet aux mecanismes transparents 
des systemes formels cst, pour Ie philosophe, une solution 
de paressc. Car, a moins d'une sorte de hara-kiri de la pen-
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see, on ne peut soutenir, sans plus, qu'il n'y a rien d'autre 
dans Ie langage mathematique que ce qui est strictement re
gle par Ia semantique formalisee d'un systeme logique-for
mel. Pour nollS, Ia mathematique se rcfere a quelque chose 
que, visiblement, elle ne maltrise pas. L'a priori est finalement 
aussi opaque que l' a posteriori, et si les nombres existent, si, 
quelque part, no us les savons toujours deja, nous ne savons 
pas ce qu'ils sont, et peut-etre, dans certains cas, ne sont
iis que des illusions necessaires de notre esprit, sur lesquelles, 
certes, no us nous entendons. En ce sens, Ie rapport deja e
nigmatique de la mathematique au reel physique, est re
double de l'intcrieur par Ie rapport non moins enigmatique 
du langage mathematique avec ce qui parait a tout Ie moins 
s'autonomiser comme son referent. II n'y a aucune chance, 
telle est notre hypothese, d'eclairer Ie premier sans interro
ger Ie second. Et, dira-t-on, si la physique moderne "marche" 
si bien, c'est peut-Nre parce qu'en realite, eUe n'est pas une 
"connaissance" au sens metaphysique, c'est-a-dire une con
naissance "objective", mais, comme Ie disait deja a peu pres 
Kant, une maniere de no us entendre, a l'interieur d'une ins
titution symbolique de langage et de monde, sur les reponses 
que la nature donne aux questions que nous lui posons dans 
Ie cadre meme de cette institution. L"'objectivite" au sens 
de l'en-soi ou des "entrailles" de la nature n'est sans doute 
que Ie fant6me de nOllS-memeS. 

Fant6me dont la construction cantorienne nous permet, 
tout au moins, d'entrevoir la silhouette. II faut radicaliser 
la these heideggerienne sur l'inscription de la mathematique 
dans Ie projet mathematique du Dasein 3, en ajoutant que si 
Ie mathematique consiste a prendre ce qu'on a deja (dans 
"l'apprendre"), on ne sait jamais tres bien ce qu'on a: Ie 
mathematique est en ce sens irreductiblement au monde, 
c'est-a-dire partie integrante de la phenomenalite de monde, 

3. M. HEIDEGGER, op. cit., loco cit. 
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avec la meme illusion de transparence. En d'autres termes, 
sans do ute non moins choquants, il y va, dans la mathema
tique, de 1a phenomena1ite de 1a pensee, c'est-a-dire de cette 
modalite (abstraite par la tradition) de l'etre-au-monde qu' 
est la pensee elle-meme en tant que projet-de-monde d'un 
Dasein. C'est ce que montre, selon nous, l'existence d'une 
antinomie quasi-kantienne dans 1a tentative cantorienne de 
fonder definitivement sa theorie du transfini et du continu 
telle qu'elle s'exprime dans une celebre lettre a Dedekind, 
datee du 28 juillet 1899 4• Car en ce sens, la finitude essen
tielle du Dasein n'est pas "moins" a l'ceuvre dans la mathe
matique que dans toute autre dimension de l'activite hu
maine: l'avoir ne peut en aucune mesure determiner l'etre, 
et il y a finalement autant de definitions de la mathematique 
qu'il y a de points de vue metaphysiques sur l'homme et Ie 
monde - 1a mathematique moderne n' est pas liee comme 
par une fatalite a la metaphysique moderne: nous proposons 
ici une sorte de prolegomene en vue de l'interpretation non
metaphysique de la mathematique, et par la, nous pensons 
ouvrir un champ nouveau a l'epistemologie, que no us carac
terisons par l'adjectif "phenomenologique". 

§ 2. La lettre de Cantor a Dedekind du 28 juillet 1899. 

Cantor commence par rappeler qu'il pense etre arrive a 
definir 1a suite bien ordonnee des cardinaux transfinis: 

* 

liIn+} etant Ie cardinal transfini qui succede immediate-

4. Texte allemand in G. CANTOR, Abhandlungen mathematischen und 
philosophischen Inhalts, Georg Olms, Hildesheim, 1966, pp. 443 - 447. 
Traduction franyaise in J. CAVAILLES, Philosophie mathematique, Her
mann, Paris, 1962, pp. 238 - 244. 

* Le signe H designe conventionnellement aleph. 
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ment a, c'est-a-dire qui est immediatement plus grand que 11n, 

et 11(00 = lim 11v, (00 etant Ie plus petit ordinal transfini. 
v -7 (00 

Notons que ce concept de suite bien ordonnee implique 
qu'on definisse la succession immediate dans la suite <p des 
cardinaux trans finis, ce qui ne va pas de soi, et qu'on defi
nisse Ie plus petit cardinal transfini, 110 , ce qui semble ne 
pas poser trop de difficultes. Dans la mesure OU Cantor ne 
definit pas la suite <p des cardinaux transfinis et la succession 
immediate dans cette suite, on peut dire qu'illa suppose bien 
plutOt, en indexant ses elements selon les entiers naturels 
puis selon les ordinaux transfinis. Il considere que les ele
ments de cette suite constituent un ensemble semblable a 
l' ensemble des ordinaux finis et transfinis (deux ensembles 
sont semblables si l'on peut etablir une bijection entre leurs 
elemen ts qui conserve leur ordre), et c' est cette considera
tion qui ne va pas de soi. 

C'est pourquoi Cantor poursuit en disant que la grande 
question pour lui etait de savoir s'il y avait encore, en de
hors des alephs, d'autres puissances d'ensembles - puisque, 
s'il y en avait, il y aurait des puissances d'ensembles trans
finis qui ne seraient pas comparables aux alephs, et la suite 
de ceux-ci ne pourrait etre ni la suite bien ordonnee, ni me me 
la suite ordonnee des cardinaux ou des puissances transfinies. 
11 declare etre en possession, depuis deux ans - c' est-a.-dire 
depuis 1897 -, de la demonstration qu'il n'y a pas d'autres 
puissances que les alephs, et ainsi, que la puissance du con
tinu lineaire arithmetique (la totalite des nombres reels) est 
un aleph determine (la conjecture de Cantor etant que la 
puissance du continu est 111 = 2](10, et la conjecture generale 
du continu etant que 11n+1 = 2](1n). C'est cette demonstra
tion, dont nous allons voir qu'elle est fort complexe et fort 
problematique, que Cantor va exposer ici 5. 

5. Pour une explication "minimale" de ces conceptions et de leurs 
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II commence par etablir et rappeler certaines definitions 
utiles a son lecteur Dedekind. Et tout d'abord ceUe des mul
tiplicitis inconsistantes ou absolument infinies: ce sont des multi
plicites ainsi constituees que la consideration de l'etre-en
semble, du rassemblement de to us leurs elements conduit 
a une contradiction, en sorte qu'il est impossible de saisir la 
multiplicite comme une unite, comme "une chose toute faite". 
Dans ce contexte "on se convainc facilement que 'la collec
tion de tout Ie pensable' est une teUe multiplicite (inconsis
tante),'. On nommera donc ensembles des multiplicites con
sistantes ou determinees - c'est-a-dire dont la determination 
complete n'engendre pas de contradiction. II en resulte que 
deux multiplicites equivalentes so nt, ou bien deux ensembles, 
ou bien toutes deux inconsistantes - mais no us verrons que 
dans ce cas la definition de l'equivalence pose un probleme 
insoluble, tout au moins sans l'introduction de l'axiome de 
choix. Toute multiplicite partie d'un ensemble est un en
semble, et tout ensemble d'ensembles est aussi un ensemble 
si l'on resout ceux-ci en leurs elements - Cantor prend en compte 
Ie fait qu'aucun ensemble ne· .peut etre elu mhlle coup en
semble de tous ses so us-ensembles. 

Apres avoir dcfini Ie concept de nombre cardinal ou de 
puissance, Cantor explique la maniere dont il en vient a 
definir Ie systeme de to utes les puissances, dont il montrera 
qu'il constitue une multiplicite inconsistante. II definit pour 
cela, successivement, une multiplicite simplement ordonnee, 
son type d'ordre j.! si eUe est un ensemble, et la similitude de 
deux ensembles, une multiplicite bien ordonnee, qu'il ap
pellera desormais suite (toute partie d'une suite etant elle
mcme une suite), et si la suite est un ensemble, son nombre 
ordinal ou son nombre comme type d'ordre d'un ensemble 
bien ordonnc. 

enjeux, nous ne pouvons que renvoyer it notre etude deja citee, De 

{'illusion transcendantale dans la theorie cantorienne des ensembles (§ 1). 
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II considere alors Ie systeme a de tout les nombres, et rap
pelant que pour a et ~, on a toujours a < ~ ou bien a = ~ ou 
bien a>~, et pour a, ~,y, si a<~ et ~<y, alors on a a<y, il en 
conclut que a est un systeme simplement ordonne. Mais il 
ajoute qu'il resulte aussi des theoremes "demontres" sur les 
ensembles bien ordonnes que toute multiplicite de nombres, 
c'est-a-dire toute partie du systeme a possede un plus petit 
nombre, en sorte que, si on Ie considere dans son ordre de 
grandeur naturel, le systeme a constitue une suite 6. 

Cantor poursuit en demontrant l'equivalent du paradoxe 
de Burali-Forti pour ]es ordinaux, c'est-a-dire en montrant 
que Ie systeme de tous les nombres est une multiplicite in
consistante, absolument infinie. II considere pour cela la 
suite a': 

0, 1, 2, 3, ... 0)0' 0)0 + 1, ... , y, ... 

(la suite a a 1aquelle on a ajoute 0 a 1a premIere place), 
ou l'on voit que tout nombre y qui se trouve en elle est Ie 
type de la suite de tous les elements qui Ie precedent (y com
pris 0 que l'on n'a ajoute que pour generaliser au fini une 
propriete qui ne serait valable, dans a, qu'a partir de 0)0 + I). 
On voit facilement que la suite a' (et donc la suite a qui 
lui est semblable) ne peut etre une multiplicite consistante. 
Car si c'etait Ie cas, il lui reviendrait, en tant qu'ensemble 
bien ordonne, un nombre 3 qui serait plus grand que tous 
les nombres du systeme a; or, du fait que Ie systeme a con
tient tous les nombres, Ie nombre 3 devrait aussi s'y trouver, 
et 3 serait des lors plus grand que 3, ce qui est une contra
diction. Par suite la multiplicite de tous les nombres ordinaux 
n'est pas un ensemble: elle est absolument infinie, et cela 

6. Notons que cette "demonstration" est, en toute rigueur, insatis
faisante, ce pourquoi nous mettons Ie terme entre guillemets. Elle sup
pose I'''intuition'' ou Ia m!cessite de la "naivete" propre it Ia creation 
cantorienne du transfini. 
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reJomt Ie celebre paradoxe de Cantor sur les cardinaux 7. 

En outre, le meme raisonnement, effectue d'ailleurs par Bolzano 
au § 15 des Paradoxes de l'infini s, montrerait tout aussi bien l'incon
sistance de la suite N des entiers naturels, ce qui montre que les 
paradoxes de l'infini ne cessent pas avec Ie transfini, qui 
resulte d'un acte de foi non critique. II en resulte donc que 
la suite Q, qui comprend pourtant des ordinaux transfinis, 
baigne elle-meme, tout comme la suite N, dans l'infini poten
tiel ne pouvant jamais s' actualiser so us peine de contradiction, et l'on 
ne voit plus tres bien, des lors, sinon dans la necessite Oll s'est 
trouve Cantor d'entreprendre des calculs sur l'infini, ou sur 
des infinis plus ou moins abondants, comme par exemple 
l'ensemble des nombres reels algebriques et l'ensemble des 
nombres reels, ce qui peut bien Zigitimer, d'un point de vue 
philosophique, l'acte de foi constitutif du transfini. 

Nous en sommes done au point OU Cantor vient de de
montrer l'inconsistance du systeme Q de tous les nombres. 
II va maintenant entreprendre de demontrer l'inconsistance 
du systeme taw (derniere lettre de l'alphabet hebreu) de 
taus les alephl, et tout d'abord, de definir un tel systeme en 
partant de la suite Q. Cette definition est simple: en vertu 
du fait que la similitude d'ensembles bien ordonnes fonde 
du meme coup leur equivalence (qui est un concept moins 
fort), il revient a tout nombre y de la suite un cardinal de
termine 

Y= 11 (y), 

a savoir Ie nombre cardinal de l'ensemble bien ordonne dont 
Ie type est y. En ce sens, les nombres cardinaux qui reviennent 
aux nombres transfinis du systeme Q peuvent Nre appcles 
des alephs, et de cette maniere (restrictive), on peut definir 

7. Lcttre de Cantor it Dedekind du 31 aout 1899 (in G. CANTOR, op. 
cit., p. 448 et]. CAVAILLES, op. cit., pp. 244 - 246). 

8. B. BOLZANO, Paradoxien des Unendlichen, Felix Meiner, Philosophische 
Bib1iothek, Bd. 99, Hamburg, 1955. 
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Ie systeme taw de to us les alephs -les alephs sont donc de
finis rigoureusement a partir des ordinaux trans finis, ce qui 
est naturel puisque Ie cardinal resulte de l'abstraction de 
l'ensemble bien ordonne et deja abstrait en quoi consiste 
l'ordinal. 

Or il se fait que les cardinaux transfinis permettent de 
constituer des classes Z (c) de nombres transfinis y ayant 
to us Ie meme nombre cardinal c. En admettant intuitivement 
que to ute multiplicite partie de n a un minimum ou un plus 
petit nombre, il vient que, dans toute classe de nombres, 
il y a un plus petit nombre Yo et un nombre Yl tomb ant en 
dehors de Z(c). Par consequent, la condition 

Yo < Y < Yl 

signifie que Y appartient a la classe de nombres Z(c), et toute 
classe de nombres est un "segment" (Ausschnitt) determine 
de la suite n - remarquons que Yl est, par rapport a ce 
segment, sa borne superieure, et qu'en ce sellS, tout comme 
la suite N, Z(c) est un ensemble ouvert: c'est important pour 
saisir ce que signifie la successivite dans la suite n, qui n'est 
donc par la me me que dans la suite N tout en presentant 
avec elle certaines ressemblances (nollS y reviendrons). Cette 
remarque est d'ailleurs faite implicitement par Cantor qui 
explique que les nombres ''finis'' 1, 2, 3, ... v, ... consti
tuent chacun pour soi une classe de nombres finis auxquels re
viennent les cardinaux 1, 2, 3, ... , v, ... ; simplement, dans 
ce cas, vu la confusion du cardinal et de l'ordinal, la classe 
du nombre v se reduit au seul nombre ordinal v - voila 
une dijJerence capitale, sur laquelle il nous faudra nous inter
roger, entre Ie fini et Ie transfini, et qui est peut-Nre susceptible 
d'expliquer Ie concept de successivite dans la suite n, a par
tir du transfini, dans Ia mesure au, no us Ie voyons, et c'est 
la un tres grave probleme, Ie concept de successivite n'est pas 
homogene tout au long de la suite n, tout d'abord eu egard a la 
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difference entre Ie fini et Ie transfini, ensuite eu egard a la 
difference qu'il y a entre la succession de deux ordinaux trans
finis appartenant a la meme classe de nombres et la succes
sion entre un ordinal d'une classe de nombres et un ordinal 
d'une autre classe de nombres, puisqu'il y a la une discon
tinuite, et que, etant infinie au sens potentiel- tout comme 
la suite ~ -, toute classe de nombres, mfme si l'on peut 
y introduire un bon ordre, peut apparaitre comme inconsis
tante, c'est-a-dire inepuisable et jamais close, Ie processus de 
l'individuation ou de definition des nombres par iterations 
successives ne pouvant jamais y eire acheve. II se pourrait donc 
bien que la suite Q soit inconsistante pour d'autres raisons 
que celle invoquee par Cantor, car il se pourrait bien que la 
suite Q ne soit que la simple juxtaposition de suites en elles
memes inconsistantes (les classes de nombres) donnant l'il
lusion que no us disposons d'une seule et meme suite. 

Quoi qu'il en soit, Cantor ne s'arrete pas a cette difficulte. 
II poursuit en considerant Wa, Ie plus petit ordinal transfini 
auquel revient, comme aleph, Mo, en sorte que 

donc que Ho soit Ie plus petit aleph determinant la classe 
de nombres a 

tels que 

WI etant Ie plus petit ordinal transfini 9 dont Ie nombre car
dinal n' est pas egal aHa. 

Si l'on pose: COl = HI, alors HI n'est pas seulement diffe
rent de lIo, mais il est l'aleph immediatement plus grand que H a, 
a condition que l'on demontre qu'il n'y a £lbsolument £lucun 

9. C'est evidemment ce nombre qu'on n'est jamais sur de trouver 
(il requiert l'univocite de la definition: fa plus petite borne superieure). 
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nombre cardinal qui soit compris entre 110 et III - ce qui 
est justement la these a demontrer, mais il n'y a pas ici de 
petition de principe dans la mesure OU Cantor definit les 
alephs de maniere restrictive en partant de la suite 0 et 
d'elle seule. On obtient ainsi la classe de nombres ~ 

tels que 

OU ro2 est Ie plus petit nombre transfini auquel ne revient ni 
110 ni MI. Cette classe est immediatement contigue a la classe 
0 0 et donc lui succede immediatement, et ce, dans la mesure OU 
Ml succede immediatement a 110 (est l'aleph immediatement 
plus grand que Mo). 

On constitue de la mcme maniere les segments 112 = Z (M2), 

0 3 = Z (113), et ainsi de suite, avec les relations evidentes: 

avec ~ 

v' = 0, 1, 2 ... v 

qui definissent la succession immediate des alephs par la mediation 
de la succession immediate des segments Oi de la suite 0 - et re
marquons, encore une fois, que cette successivite immediate 
des alephs n'est assuree, chaque fois, que par une disconti
nuite de meme nature. 

Enfin, parmi tous les nombres transfinis du systeme 11, 
auxquels ne revient aucun Mv (avec v fini), il y en a de nou
veau un plus petit, que l'on designe par roo coo, et qui permet 
de definir un nouvel aleph: 
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definissable aussi par l'egalite 

Hooo = L Hv 
v = 0, 1, 2 ... 

et que l'on peut caracteriser comme Ie nombre cardinal im
midiatement plus grand que to us les Hv - il n'y a en effet 
aucune raison de s'arreter aux ordinaux d'indice fini, ni 
aux cardinaux d'indice fini, et la succession immediate est 
ici definie dans les memes termes, moyennant la me me dis
continuite. 

Par la meme, ajoute Cantor, on se convainc facilement 
que Ie processus de constitution des alephs et des classes de 
nombres qui leur correspondent du systeme nest absolu
ment sans limite, si bien que Ie systeme taw de tous les alephs: 

Ho , HI' ... Hooo' Hool , ••• HooO +l ' •.• 

constitue dans son ordre de grandeurs (croissant) une suite 
scmblable en systeme n, et des lors pareillement une suite 
inconsistante et absolument infinie. Ce qui rejoint en un certain 
sens Ie paradoxe sur les cardinaux; en un certain sens: c' est
a-dire si l'on presuppose que tous les cardinaux sont des 
alephs, la proposition voulant dire que puisqu'il n'y a pas 
d'ordinal qui soit plus grand que tous les autres, il ne peut 
pas)' avoir d' aleph plus grand que tous les alephs: les alephs son t 
eux-memes plonges dans l'irifini potentiel qui ne peut devenir 
actuel sous peine de contradiction. 

Tres curieusement, Cantor va tirer parti de cette situa
tion pour demontrer qu'il n'y a pas un seul ensemble dont 
la puissance ne soit pas un aleph, et ce, parce que c'est dans 
l'inconsistance meme des systemes n et taw que reside la 
raison pour laquelle tous les cardinaux transfinis sont con
tenus dans Ie systeme taw. :Ylais comme on Ie sait, au moins, 
par la note de Zermelo 10, la demonstration de Cantor est 

10. cr. J. CAVAILLES, op. cit., pp. 250 - 251. 



96 Marc RICHIR 

tres problematique, souleve d'inextricables difficultes qu'il 
va nous falloir discuter en details, car nous allons voir que 
c'est en elle que se decide, finalement, tout Ie sort de la the
orie, en tant qu'elle subsume toutes ses difficultes. Lisons 
donc la demonstration de Cantor. 

"Si nous prenons une multiplicite determinee V et presup
posons qu' aucun aleph ne lui revient comme nombre cardinal, 
alors nous concluons que V doit necessairement (muss) etre 
inconsistante. 

"Car l'on reconnait facilement que, avec la presupposition 
qui vient d'etre faite, tout Ie systeme Q est projetable a l'in
terieur de la multiplicite V, c'est-a-dire qu'il doit exister une 
multiplicite V' partie de V, qui est equivalente au systeme Q. 

"V' est inconsistante parce que Q l'est aussi, et il do it 
donc en etre de meme de V (scil. si de deux multiplicites 
equivalentes, l'une est inconsistante, l'autre l'est aussi). 

"Par consequent toute multiplicite consistante transfinie, 
tout ensemble transfini doit avoir un aleph determine comme 
nombre cardinal. Donc 

"Le systeme taw de tous les alephs n' est rien d' autre que le sys
teme de tous les nombres cardinaux transfinis. 

"Tous les ensembles sont des lors "denombrables" en un sens 
elargi, en particulier tous les 'continua'" 11. 

Par consequent, si a et b sont deux nombres cardinaux 
quelconques, a = b, .ou bien a> b, ou bien a < b, puisque 
les alephs posse dent ce caractere des grandeurs (ibid). 

Avant d'aborder la note critique tres importante de Zer
melo, voyons quel est Ie mecanisme logique de la demons
tration. Pour que celle-ci soit concluante, il faut partir d'une 
multiplicite V pouvant avoir un cardinal qui ne soit pas un 
aleph, et prouver que cette hypothese est absurde, parce 
qu'elle entraine l'inconsistance de la multiplicite V, c'est-a
dire l'impossibilite radicale de lui attribuer tout nombre 

11. G. CANTOR, oft. cit., p. 447; J. CAVAILLES, oft. cit., pp. 243 - 244. 
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cardinal quel qu'il soit. La petition de principe de Cantor 
est alors, on Ie voit aussitot, que si tel est Ie cas, ce cardinal 
doit etre plus grand que tous les alephs, donc la multiplicite V 
plus abondante en elements que la multiplicite n, de telle ma
niere que tout Ie systeme n y soit projetable par une mise 
en correspondance biunivoque conservant l'ordre entre ses 
elements et les elements de V. II devrait alors etre possible 
de montrer cette difference d'abondance en ce qu'il ne serait 
jamais possible d'effectuer cette projection qu'avec certains 
elements choisis de V, donc avec les elements d'une multipli
cite V' partie de V. Mais s'il y a cette similitude entre V' et n 
V' est inconsistante com me n, et par consequent aussi V 
dont V' est partie. Par consequent, aucun cardinal ne peut 
etre attribue a V, et il n'y a pas de cardinal qui ne soit un 
aleph. 

Que se passerait-il s'il y avait un cardinal a tel qu'il soit 
"compris" entre deux alephs (Hn < a < HnH)? Si Cantor n' 
examine pas ce cas, c'est qu'il fait confiance a sa theorie or
dinale a laquelle rien n'est cense manquer, et par conse
quent a l'exhaustivite de la suite n tout comme de la suite 
taw. Or n'est-ce pas la que Ie bat blesse? Qu'y a-toil dans ces 
discontinuites entre les classes de nombres? II y a precise
ment la presupposition, l'acte de foi constitutif du transfini. 

Mais voyons cette demonstration de plus pres encore, et 
examinons la critique de Zermelo. Tout d'abord, Ie fait 
que toute la suite n des nombres soit projetable a l'interieur 
de la multiplicite V qui n'a aucun aleph comme nombre 
cardinal, ce fait n'a pas ete prouve, mais tire d'une sorte 
d"'intuition" assez vague. Sans parler de l'eventualite de 
nombre cardinaux transfinis compris entre deux alephs, donc 
en admettant me me la coherence de la theorie cantorienne 
des ordinaux et des cardinaux - ce que fait Zermelo -, la 
representation que se fait Cantor de cette projection est 
assez problematique: il pense apparemment que les nombres 
de n sont coordonnes a des elements successifs et arbitraires 
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de V de telle maniere que tout element de V n'est utilise 
qu'une seule fois - autrement dit, Cantor, de maniere tres 
coherente avec les presupposes philosophiques de sa the
orie, presuppose qu'il y a deja un ordre sur V et que tous les 
elements de V sont individues de maniere univoque. Mais 
alors, poursuit Zermelo, deux cas peuvent se presenter: 1) ou 
bien ce procede permettrait d'aboutir a un terme dans la 
mesure ou to us les elements de V seraient epuises, et V se
rait des lors coordonnee a un segment de la suite des nombres 
et, par la, sa puissance serait un aleph contrairement a 
l'hypothese, et la possibilite d'epuiser les elements de Vest 
donc it rejeter; 2) ou bien V resterait inepuisable - ce qui 
signifierait l'impossibilite d' achever meme a l'infini l'individuation 
de tous ses elements - et elle contiendrait alors une partie 
equivalente a Q tout entier, donc une partie inconsistante. 
C'est dans ce cas que se presente nne difficulte de princi
pe, qui constitue Ie nceud problematique de toute la de
monstration. 

Selon Zermelo, cette maniere de raisonner implique l' ap
plication de l'intuition du temps a un proeede qui depasse toute in
tuition, et l'imagination ou plutot la fiction d'un etre qui pour
rait ejfectuer des choix arbitraires et successijs, et par la, dijinir une 
partie V'de V qui n'est justement pas definissable dans les 
conditions posees - comment savoir, en effet, que les choix 
arbitraires et successifs d'elements de V, c'est-a-dire les 
individuations successives que Ie procede suppose sont precise
ment individuations succesJives d'elements de V, al,ors meme 
que, si Vest inepuisable, il est impossible de disposer d'un 
critere sl1r (univoquement defini) permettant de decider si 
un individu quelconque est ou n'est pas un element de V? 
Autrement dit, dire que Vest inepuisable revient a dire, 
deja, qu'il est inconsistant, puisque c'est dire que tous les 
elements de V qui peuvent etre individucs appartiennent 
ipso facto a V', et qu'il existe contradictoirement des "ele
ments" de V qui ne peuvent etre individues (au gre d'une 
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sorte d"'abondance" absolue). Par suite, l'exhibition de V' 
equivalent a n n'est rien d'autre que l'exhibition de cette 
inconsistance presupposee au depart - il y a quelque chose 
de circulaire dans Ie raisonnement. 

On connait la solution de Zermelo a cette difficulte: c' est 
l'introduction de l' axiome de choix, qui ne resout cependant 
pas tous les problemes. Zermelo ajoute en eifet que seule 
l'application de l'axiome de choix, qui postule la possibilite 
d'une choix simultane - excluant donc l'iteration des choix 
dans le temps -, et que Cantor applique partout inconsciem
ment et instinctivement sans jamais Ie formuler expresse
ment, permettrait de definir V', comme partie de V - mais 
il faudrait pour cela, en vertu me me de la formulation de 
l'axiome, pouvoir decomposer V en parties disjointes A, B, C, 
... contenant chacune au moins un element, de maniere a 
pouvoir constituer V' (partie de V) qui aurait exactement un 
element en commun avec chacune des parties A, B, C ... , 
bref, il faudrait que V puisse 8tre consideree comme un ensemble. 
Zermelo souligne bien, en eifet, cette difficulte de la de
monstration qui vient de ce qu'elle opere avec des multi
plicites inconsistantes, et donc avec des concepts contradic
toires, ce qui est propre, deja, a la rendre logiquement inad
missible - raison pour Iaquelle, dans sa demonstration du 
theoreme sur Ie bon ordre (1904, 1908), iI s' est fonde seule
ment sur l'axiome de choix sans utiliser des multipIicites 
inconsistantes: il n'y est question, en eifet, que du bon 
ordre qui peut toujours Cire introduit dans un ensemble. 

II s'avere donc finalement que la demonstration de Can
tor qui pretend fonder la conjecture du continu, est insatis
faisante ou non concluante. La consequence en est catas
trophique pour la theorie puisque, s'il y a des puissances qui ne 
sont pas des alephs, ccIa signifie que toutes les puissances d'en
sembles transfinis ne sont pas comparables, du moins eu egard 
aux alephs, donc aussi que la theorie ordinale ne peut Cire 
consideree comme exhaustive du transfini ou bien, ce 
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qui revient au m~me, qu'elle ne suffit pas a definir univo
quement Ie transfini qui est pour ainsi dire transi de to utes parts 
par de l'infini potentiel, dont l'actualisation, ou plut6t l'hypo
these de l'actualisation conduit a des contradictions. II n'y a 
pas d'autre fondation possible de la theorie que dans une 
axiomatique visant, precisement, a eliminer ces contradic
tions, et a poser Ie transfini de la maniere la plus coherente 
possible du point de vue logico-mathematique. 

§ 3. L' antinomie quasi-kantienne 

11 n'emp~che cependant qu'avec les difficult6s rencontrees 
ici, la theorie cantorienne ne fasse l'epreuve de la fragilite, 
ou de la faussete de ses assises philosophiques: de ces diffi
cultes, il nous faut a present envisager la critique transcen
dan tale, c'est-a-dire la mise en evidence de l'illusion transcend an
tale qui para£t ici a I' muvre. 

Reprenons, pour cela, la demonstration. Sa faiblesse re
side, on l'a vu, dans la these que toute la suite n soit proje
table a l'interieur de la multiplicite V, et cela, parce que 
celle-ci a ete supposee avoir un cardinal qui n'est pas un 
aleph. Sans en passer, necessairement, par l'intuition du 
temps et son extrapolation indue, comme Ie fait Zermelo -
car a ce titre, c'est deja vrai des qu'on pretend rassembler 
(Frege, Dedekind) et a fortiori depasser l'infini denombrable 
Z (Ho) -, on peut deja dire, en effet, qu'il sera a jamais im
possible de considerer toute la suite n puisqu'elle est deja 
inconsistante, puisque sa consideration comme un tout abou
tit deja a une contradiction. C' est donc la suite n comme tout 
qui constitue ici l'illusion transoendantale necessaire a la de
monstration - si la suite n peut paraitre comme un tout, 
c'est seulement dans une pure apparence transcendantale dont 
la reification conduit a une contradiction, celle de Burali
Forti. Si nous comprenons bien Ie raisonnement de Cantor 
dans sa teneur "intuitive", il revient a ceci: si la multipli-



UNE ANTINOMIE QUASI-KANTIENNE 101 

cite V a un cardinal qui n'est pas un aleph ,c'est que ce car
dinal, etant supposee l'exhaustivite de la suite taw, est plus 
grand que tout aleph sans cependant etre comparable, au
trement que par cette simple relation, a un aleph. Cela signi
fie done que son type d'ordre, ou son ordinal est plus grand 
que tout ordinal de la suite n, mais impossible a determiner 
par les moyens de la theorie ordinale transfinie (selon l'idee 
d'un trans-transfini, c'est-a-dire d'une transcendance ou d'une 
abondance absolues de l'infini absolument infini, et neces
sairement potentiel). Or il n'y a pas, dans la suite n, d' ordi
nal plus grand que tous les autres, et la suite nest inconsis
tante. Done, si Ie type d'ordre de Vest plus grand que tout 
ordinal de la suite n, c'est qu'il doit etre possible de coordon
ner tous les elements de n avec certains elements de V, cons
tibutifs de V', et si c'est Ie cas, V' est inconsistant, done V 
l'est aussi, done aucun cardinal possible ne revient a V, done 
tout cardinal transfini est un aleph, L'illusion transcendantale 
est manifestement, ici, que l'on puisse comparer Ie type 
d'ordre de V au type d'ordre de n: car precisement, si ces 
deux multiplicitcs sont inconsistantes, c'est qu'cllcs sont 
inepuisables toutes les deux, done que la correspondance terme 
a terme et conservant l'ordre de leurs elements est elle-meme 
inepuisable, sans fin assignable possible puisque "monnaya
ble" seulement dans l'infini absolument, infini ou potentiel. 
Et il en va pareillement, meme si l'on introduit l'axiome de 
choix, car Ie probleme est alors Ie meme que celui que no us 
rencontrons dans l'argument de la diagonale si on sup
pose Ie denombrable inepuisable: a supposer meme qu'on 
puisse, de proche en proche, diviser la multiplicite V en seg
ments disjoints A, B, C, etc., qui seraient chacun en corre
lation avec des elements de la suite n, on ne pourrait jamais 
savoir, a raison meme de l'inepuisabilite de la multiplicite 
V, et surtout, de son type d'ordre different d'un ordinal 
quelconque de la suite n, si les segments choisis dans V sont 
dijinitivement disjoints (ce qui rejoint ce que nous entendions 



102 Marc RICHIR 

plus haut par "abondance" d'elements, et l'impossibilite d'a
chever l'individuation des elements de V); autrement dit, 
on ne pourrait jamais savoir si, en etablissant la correlation, 
il n'y a pas dans les segments A, B, C, ... des elements parasites, 
non encore individues dans la correlation, qui pourraient 
se retrouver a la fois dans plusieurs segments, l'inepuisabilite 
de V, et son type d'ordre different d'un ordinal quelconque 
de la suite n pouvant signifier quelque chose comme une 
proliferation infinie et multiple des elements de V rend ant impos
sible sa disjonction en segments exclusifs - mais il est vrai 
que par la, nous remettons en question la theorie ordinale 
de Cantor puisque nous presupposons en fait que la multi
plicite n puisse ne meme pas etre une suite, a savoir puisse ne pas 
etre susceptible d'etre ordonnee a partir d'un premier ele
ment, et dans ce cas, bien sur, V ne pourrait pas non plus 
etre caracterise par un cardinal. Mais il n' empeche que 
cette possibilitc purement negative cst elle-memc ouvcrte 
par la refutation de la these selon laquelle V pourrait avoir 
un cardinal quelconque, c'est-a-dire par la demonstration 
de l'inconsistance de V. 

Nous no us trouvons donc devant une situation extreme
ment complexe, puisqu' en realite la demonstration aboutit a 
la rifutation de la demonstration sans pouvoir assurer la validite de 
la these dont fa demonstration pretend pourtant demontrer l' absur
dite. Nous sommes donc en presence d'une veritable antinomie au sens 
kantien du terme, par suite, en presence d'une illusion transcen
dan tale, egalement au sens kantien du terme. Reprenons en effet 
ce qui precede: 1) si la multiplicite Va un cardinal qui n'est 
pas un aleph, cela signifie que son ordinal est different de et 
plus grand que tout ordinal de la suite n, c'est-a-dire, en 
termes cantoriens, plus grand que tout ordinal possible. Or 
il n'y a pas, dans la suite n, c' est-a-dire dans la suite de to us 
les ordinaux, de tel ordinal plus grand que tous les autres. 
Donc l'ordinal de Vest un ordinal de n, ct Ie cardinal de V 
est un aleph. 2) II se pourrait cependant que l'ordinal de V 
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soit un "ordinal" qui n'appartienne pas a la suite n (puisque 
son cardinal n'est pas un aleph). Mais alors, la suite n pour
rait etre considenSe comme un tout semblable a une partie 
V' de V. Or la suite nest inconsistante, donc V' l'est aussi, 
et par la egalement V. l\i(ais si Vest inconsistante tout comme 
n, il n' est pas possible de les com parer, et il se pourrait bien que, 
ayant un "ordinal" different (de definition differente) et Jou 
plus grand que tout ordinal de n, V ait un cardinal dijJ'erent 
etlou plus grand que tout aleph. 

Il y a donc antinomie entre 1) et 2), et elle ne se tient, bien 
sur, qui si l'on considere, tout comme semble Ie faire Cantor 
ici, en trahissant pour les besoins de la cause la rigueur de ses 
propres definitions - mais nous allons voir que ce n'est pas 
sans raisons -, les multiplicites V et V' ainsi que la suite 
n a la fois comme des multiplicites inconsistantes et comme des 
ensembles, c'est-a-dire comme des multiplicites pouvant etre 
considerees, a d'autres egards, comme des touts constitues d'e
Uments bien individues. C'est donc Ie fait qu'une multiplicite 
inconsistante, donc "inepuisable", puisse paraitre comme un 
tout constitue d'elements tous bien distincts, qui constitue 
l'illusion transcendantale ou la pure apparence transcendantale, mais 
il faut ajouter aussitOt que Cantor y est en quelque sorte aveugU
ment ou spontanement conduit dans la mesure OU il n' a Jamais fait 
rien d' autre dans la constitution du tranifini stratifie selon les alephs 
et les classes de nombres. Il en resulte que l'antinomie transcen
dantale que nous venons de relever dans sa demonstration 
traverse en realite toute la theorie cantonienne, mais qu'elle 
ne se retrouve ici que dans la mesure OU elle y a ete reportee 
par l'acte de foi non critique constitutif du transfini. 

La these (I) manifeste la coherence logique avec les definitions 
et la structure de la theorie cantonienne du transfini. ~i(ais 

l'antithese (2) manifeste la coherence de l'inspiration cantorienne, 
qui Ie conduit a effectuer Ie meme saut qu'il a toujours effec
tue pour constitituer Ie transfini, et donc dIe provient, di
rions-nous, de la coherence philosophique avec les assises philo-
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sophiques de la theorie du transfini. L'analogie structurale 
avec la premiere antinomie kantienne est en outre encore 
plus grande si nous remarquons que l'antinomie dont nous 
venons de proposer une premiere ebauche joue, non pas 
comme chez Kant, entre Ie fini et l'infini, mais entre deux 
conceptions possibles de l'infini, l'une, celle du transfini qui 
pourrait se regler par transposition du fini dans l'infini, et l'autre 
qui ne pourrait en rien se regler parce qu'elle serait pour 
ainsi dire celle d'un infini absolument infini. 

Reprenons donc l'antinomie sous cet angle. These: Si une 
multiplicite V a un cardinal qui n'est pas un aleph, son 
"ordinal" est different de ou plus grand que tous les autres. 
Or il n'y a pas d'ordinal plus grand que tous les autres parce 
que la suite nest inconsistante ou absolument infinie. Donc si 
la multiplicite V a un ordinal, c'est necessairement un ordi
nal de la suite n absolument infinie, et elle a, par suite, un 
cardinal qui appartient a la suite taw, c'est-a-dire un cardi
nal qui est un aleph, qui est repris dans la stratification du 
transfini ai' infini. 

Antithese: Si une multiplicite V a un cardinal qui n'est pas 
un aleph, c'est que son "ordinal", "plus grand" que tous les 
ordinaux de la suite n, n'appartient pas a la suite n en vertu 
de sa definition (puisque, dans n, il n'y a pas d'ordinal plus 
grand que tous les autres). Mais alors, c'est que cet "ordi
nal" definit un tout autre type d'ordre que les ordinaux de n, 
et que n peut etre consideree comme un tout, un ensemble 
semblable, et par la equivalent, a une partie V' de la multi
plicite V. Or, en vertu de sa constitution, la suite n doit 
contenir tous les ordinaux, mais elle est inconsistante, donc 
V', et par Ia V, sont aussi inconsistantes. Mais si Vest in
consistante, elle est absolument infinie, c'est-a-dire inepuisable, 
et la correlation entre les elements de n et certain elements 
choisis de V n' a pas de fin, si bien que V et n sont absolument 
incomparables (il est impossible d'etablir univoquement la 
correlation supposee). 11 se pourrait donc bien que V, ayant 
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un "ordinal" different et/ou plus grand que tous les ordinaux 
de la suite n, ait aussi un cardinal different et/ou plus grand 
que tous les alephs, dans une sorte de trans-transfini, ou de 
transfini plus proche de l' absolument infini, en tant que transcen
dant au transfini 12. 

Dans la these, l'absolument infini joue en faveur de l'assig
nation d'un aleph a. la multiplicite V, alors que dans l'anti
these, c'est l'inverse puisque l'absolument infini sert d'argu
ment pour dire que V et n etant "incommensurables" par 
la correlation, V pourrait fort bien avoir un cardinal qui ne 
soit pas un aleph. Tout tient donc effectivement, en fin de 
compte, a. la possibilite d'achever ou d'epuiser, ou paJ, la corre
lation entre une partie V' de V et la suite n. Pour parler 
com me Kant, la Raison mathematique entre en conflit avec 
elle-meme parce qu'elle ne peut se decider, ne disposant pour 
cela d'aucun moyen, pour l'une ou l'autre solution. II faut 
donc bien que quelque part intervienne une instance cri
tique-transcendantale. 

Tout Ie probleme vient donc de ce que, dans la these, on 
considere deux multiplicites absolument infinies comme com
parables (puisque l'ordinal de V doit necessairement etre 
l'un des ordinaux de n), alors que dans l' antithese, on les con
sidere comme absolument incomparables. Mais la com para
bilite est aussi impossible que l'incomparabilite: la comparabilite 
parce qu'il faut supposer que la suite n contient tous les or
dinaux, ce qui est impossible en fait puisqu'elle est inconsis
tante ou absolument infinie, c' est-a.-dire telle precisement 
que la consideration de tous ses elements en un tout unique 
conduit a. une contradiction et n'est des lors qu'une illusion; 
l'incomparabilite parce qu'il faut sup poser, pour y parvenir, 
que la suite n est un ensemble sembI able a. une partie V' de 
V, donc que la suite n eJt consistante, pour arguer ensuite de son 

12. Lequel, bien entendu, ne resoudrait rien, puisqu'il serait evidem
ment traverse par la meme aporie, rejetee en lui, dans une regression a 
l'infini. 
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inconsistance. A ce titre, Ie raisonnement qui est exactement 
Ie meme que celui qui fait passer d'une classe de nombres 
a une autre, donc deja que celui qui fait passer de l'infini 
denombrable a la deuxieme classe de nombres, ou bien est 
valable en ce que ce que ce qui parait inconsistant a un egard 
(la suite N a l'egard d'elle-meme est inconsistante) peut 
paraitre consistant a un autre egard (l'ensemble N de cardi
nalite Mo, ou Z (Mn) a l'egard de Mn+! et de Z (Mn+!)), ou bien 
n'est pas valable etant donne qu'une multiplicite ne peut 
pas etre a la fois inconsistante et consistante: or, revenir, 
comme no us y invite Cantor, d'une sorte de pseudo-consis
tance de la suite n (necessaire pour epuiser la correlation 
entre n et V') a l'inconsistance de la suite n pour conclure 
a l'inconsistance de V' et donc de V, pourrait tout aussi 
bien se faire a propos de la premiere discontinuite entre Ie 
denombrable et la deuxieme classe de nombres, et cela rui
nerait la theorie dans ses fondements puisque, de cette ma
niere, on pourrait tout aussi bien dire que la multiplicite 
inconsistante du denombrable n'est absolument pas compa
rable a la multiplicite inconsistante de la deuxieme classe 
de nombres, leur inconsistance ne permettant jamais de dire 
qu'il y a un ordinal ro1 qui est plus grand que taus les nombres 
de Z (lID), et meme, si l'on va jusqu'au bout, qu'il y a un 
ordinal roo qui est plus grand que tous les entiers naturels (il 
se pourrait qu'il soit un entier naturel indetermine, infini
ment grand). Si donc l'on suit ce qui n'a cesse de constituer 
l'inspiration cantorienne, ou l'acte de foi constitutif du trans
fini, la demonstration de Cantor n'est pas concluante - si
non eu egard au transfini qu'il a suppose constitue avec sa 
theorie ordinale et la theorie cardinale qui en resulte -, et 
l'antithese est aussi defendable que la these. 

On ne peut donc dire que la suite n conticnne tous les 
ordinaux possibles ou pensables, et que la suite taw contienne 
taus les cardinaux possibles ou pensables, ni non plus, d'ail
leurs, qu'elles ne les contiennent pas (il n'est pas possible 
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de se debarrasser de l'illusion constitutive de l'antionomie). 
C'est tout simplement une question indecidable, et cela juste
ment, en vertu de l'inconsistance de ces multiplicites, en 
vertu du fait que considerer une multiplicite inconsistante est 
deja. une contradiction dans les termes, un pseudo-concept ou 
une illusion transcendantale de la pensee, OU la pensee est a ux 
prises avec sa phenomenalite propre, c'est-a.-dire une pure 
apparence transcendantale dont la reflexion, a posteriori, dans une 
apparence d'adequation de l'a posteriori a. l'a priori, conduit a. une 
contradiction, mais aussi a. une antinomie de type kantien 
ou quasi-kantienne. II faut nous efforcer de demeler cette 
situation, d'abord en ce qui concerne l'antinomie, ensuite 
en ce qui concerne Ie sens de la theorie cantorienne. 

Reprenons donc, encore une fois, l'antinomie: ce qui est 
en cause, c' est Ie caractere inconditionne des alephs, c' est-a.-dire 
en fait Ie caractere inconditionne ou auto-consistant de l'insti
tution cantorienne du transfini, puisque ce caractere s'evanouit 
s'il existe des "nombres cardinaux" qui ne sont pas des alephs, 
et s'il existe, par suite, des "nombres ordinaux" qui peuvent 
ne pas etrc repris dans la suite Q. Et c'est justement ce carac
tere inconditionne qui est indecidable par les moyens propres 
de la theorie, et qui doit conduire au point de vue d'une 
relativite du transfini eu egard a. une instance transcendantale 
constitutive que nous devons nous efforcer de degager, de 
maniere intrinseque puisqu'il n'y en a pas d'autre possible. 

These: le transfini cantorien est inconditionne. Si une multipli
cite V a un cardinal qui n'est pas un aleph, son ordinal est 
different de et plus grand que tous les autres. Or il n'y a pas 
d'ordinal plus grand que to us les autres parce que la suite ° 
est inconsistante, absolument infinie, et contient tous les ordinaux 
possibles. Donc l'ordinal de Vest necessairement un ordinal 
de la suite 0, et son cardinal correspond ant est un aleph. 
Le point OU la these s'oppose it l'antithese est celui en lequel 
la suite 0, quoiqu'inconsistante, contient tous les ordinaux pos
sibles. Et l'antithese s'alimente a la these en declarant, a 
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juste titre, que si Q est inconsistante, eUe ne peut contenir 
tous les ordinaux possibles puisque ce serait ipso facto la con
siderer comme un ensemble ou une multiplicite consistante. 
Donc la these n'est pas concluante. 

Antithese: Ie transfini cantorien n' est qu'un conditionne plonge 
dans un inconditionne de niveau superieur. Si une multiplicite V a 
un cardinal qui n'est pas un aleph, c'est que son ordinal, 
plus grand que tous les ordinaux de la suite Q, en est different. 
Notons que cette conclusion, qui s'alimente a la theorie (Q 
contient tous les ordinaux possibles), peut se formuler sans la 
mediation du "plus grand", mais presuppose neanmoins que 
la suite Q definisse une totalite, c'est-a-dire un ensemble d'or
dinaux bien distincts, inconditionne. 11 en resulte a son tour 
que l'ordinal de V definit un tout autre type d'ordre que les 
ordinaux de Q. Or, comme ceux-ci sont censes constituer 
les ordinaux de maniere exhaustive, c'est-a-dire incondition
nee (encore Ie meme argument tire de la these), il faut que 
ce type d'ordre soit incomparablement plus grand que tout 
ordinal de Q, donc qu'il constitue a son tour une borne supe
rieure et inconditionnee a tous les ordinaux de Q. Mais alors 
(refutation de l'argument tire de la these) la suite Q cons
titue un ensemble dont les elements peuvent ctre mis en cor
relation avec certains elements de V, constitutifs de V' par
tie de V; or la suite Q (toujours arguments tire de la these) 
est inconsistante, donc aussi V' et V. Donc Vest absolument 
infinie ou inepuisable, et une correlation entre V' et Q est 
impossible parce qu'elle n'a pas de fin, donc V n'a pas de 
cardinal assignable, par consequent pas d' aleph (confirma
tion de la these: si Vest inconsistante, elle n'a pas de cardi
nal du tout). Mais il se peut toujours que, si Q est inconsis
tante, elle ne Ie soit qu'eu egard a la theorie ordinale cons
tituee, et pas eu egard a l'ordinal de V, borne superieure de 
tous les ordinaux de Q. II se pourrait donc (refutation de la 
these) que V soit egalement consistante d'un point de vue 
superieur, et que, par la, lui soit assignable un nombre car-
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dinal qui n'est pas un aleph. Mais cela ne resout nullement 
l'antinomie puisque ce cardinal permettrait a. son tour de 
constituer une nouvelle classe de nombres, done une suite 
.Q his, et une nouvelle suite de cardinaux, taw his, ce qui 
relancerait l'antinomie et Ie processus de formation a. l'in
fini, ou ce qui, etant reconnue l'absurdite d'une telle ma
niere de proceder (ne faisant que prolonger celle de Can
tor), ne pourrait que renvoyer a. la these, revenant finalement 
a. dire qu'il n'y a pas d'autres moyens de definir les nombres 
transfinis (cardinaux et ordinaux) que ceux donnes par la 
theorie. 

La these revient done a dire que Ie transfini cantorien est 
un inconditionne parce qu'il constitue la seule maniere de stra
tifier l'infini actuel en une suite d'infinis actuels (les ordinaux et les 
cardinaux transfinis) plongis dans l'infini potentiel, c' est-a.-dire 
precisement en une suite absolument irifinie d'irifinis actuels - tout 
etant dans Ie "absolument". Au contraire, I' antithese revient 
a dire que Ie transfini cantorien n'est qu'un conditionne parce 
qu'il ne constitue pas la seule maniere de stratifier l'infini 
actuel, c'est-a-dire parce qu'il existe un autre inconditionne, 
de niveau superieur, a. savoir des nombres (ordinaux et car
dinaux) actuellement infinis qui ne sont pas repris dans la 
stratification cantorienne, et qui conditionnent cette der
niere en tant que, finalement, ils permettent de la definir 
(puisque c'est cet inconditionne de niveau superieur qui per
met de considerer la suite .Q comme la suite de tous les ordi
naux cantoriens et Ia suite taw comme la suite de to us les 
cardinaux cantoriens, a. savoir de tous les alephs). L'antinomie 
est done regie par l'impossibilite d'actualiser l'infini poten
tiel (these), au par la possibilite de l' actualiser (antithese) 
en un infini aetuel de niveau superieur au transfini. Dans Ie 
premier cas, Ie processus d'aetualisation de l'infini potentiel 
par Ie transfini cantorien est absolu mais sans fin, illimite, alors 
que dans Ie second, ce meme processus d'aetualisation de 
l'infini potentiel par Ie transfini cantorien est relatif et limite 
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par une borne superieure qui joue, a son egard, Ie role d'un 
inconditionne. Si donc Ie transfini cantorien est absolu ou 
inconditionne, il est stratifie de maniere illimitee, mais s'il 
est relatif et conditionne, sa stratification doit pouvoir ren
contrer la limite de son inconditionne, qui est un infini ab
solument actuel d'ordre superieur, pouvant a son tour etre 
stratifie, et ainsi de suite a l'infini, ce qui ramene au premier 
cas, celui de la these. Tout Ie probleme vient donc de ce qu'on 
ne dispose d'aucun critere intrinseque permettant de placer 
la limite au processus d'actualisation de l'infini potentiel, ou 
de ce que cette limite est arbitraire aussi bien dans la these 
que dans l'antithese, et que, des lors qu'elle est placee, elle 
entraine la Raison mathematique dans un conflit avec elle
meme. C'est donc ceUe limite elle-meme, c'est-a-dire la possi
bilite d'epuiser l'infini potentiel par actualisations successives 
au sein du transfini, ou au sein de transfinis de degres diffe 
rents (transfini, trans-transfini, etc.), qui constitue une illusion 
transcendantale, quelque chose comme Ie phlnomene necessaire 
de la pensee, que la pensee se projette pour simplement pou
voir penser, mais auquel rien ne correspond a priori a moins d'une 
antinomie et de contradictions intrinseques. 

Or il se fait que l'on pourrait construire exactement la 
me me antinomie pour ce qui concerne Ie passage d'une strate 
a l'autre du transfini, et deja pour ce qui concerne Ie passage 
de l'infini denombrab1e de la suite N a la premiere classe 
de nombre Z (110) : il suffit de prendre pour suite n la suite N 
inconsistante ou absolument infinie, et pour suite taw la 
meme suite consideree comme suite de cardinaux. S'il n'y a 
pas d'autres cardinaux que les alephs, il n'y en a pas d'autres 
non plus que les cardinaux de la suite N, et s'il doit y en avoir 
d'autres, alors il y a bien un cardinal transfini, Ie tout se 
jouant sur la limite ou la borne superieure de l'infini N de
nombrable, qui est impossible a situer, comme l'avait deja 
vu Richard. Par consequent, Ie plus petit ordinal transfini, 
(i)o, releve deja de l'illusion transcendantale, tout comme Ie 
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plus petit cardinal transfini Mo, qui presuppose que Ia suite 
N inconsistante peut neanmoins constituer un ensemble. 11 en 
resulte que, si nous penetrons de cette maniere dans Ies sou
bassements de la theorie, Ie transjini en tant que constituant 
une limite (une strate) definie, ne fait que paraitre comme une 
illusion transcendantale, une pure apparence transcendantale de la 
pensee conduisant celle-ci a un irreductible conftit avec elle
meme, et que Ia stratification du transfini n'est possible, tout 
comme deja la suite N, que par la reification ou l'ontologi
sation de cette illusion transcendantale, c' est-a-dire par sa 
mutation en simulacre ontologique en vertu duquel c'est comme 
si Ie transfini existait dans l'a priori ou dans l'etre. Le trans
fini comme simulacre ontologique permet de faire comme 
si une suite en elle-meme inconsistante (une quelconque 
classe de nombres) pouvait etre consideree, chaque fois, 
comme un ensemble, ct ce, parce que, du simple fait qu'on 
con sid ere une multiplicite inconsistante comme une multi
plicite, on considere un phenomene qui n'est pourtant qu'une 
pure apparence transcendantale de la pensee. 

On serait tente de conclure par la que la categorie de tota
lite est constitutive d'une illusion transcendantale des lors 
qu'elle s'applique a une multiplicite injinie. Or, ce qui seul 
permet de constituer Ie fini d'un point de vue transcendantal 
est la suite N des nombres naturels individues. Mais nous 
avons montn~ ailleurs, a propos de Frege et de Dedekind 13, 

que la constitution de la suite N releve elle-meme d'un si
mulacre ontologique (en lequel se donne l'illusion qu'il y 
a une origine, une repetition originaire dont toute repetition 
est Ia repetition), donc d'une illusion transcendantale (que 
cette repetition originaire a toujours deja eu lieu a priori dans 
l' a priori). Par consequent, deja au niveau du jini, la position 

13. Pour Frege, dans L'Mredite et les nombres, La liberte de l'esprit, nO 4, 
Balland, Paris, 1983, pp. 77 - 137. Pour Dedekind, dans notre IVe Re
cherche pMnomenologique, in Recherches pMnomenologiques, IV, V (2e vo!.), 
Ousia, Bruxelles, 1983, pp. 12 - 109. 
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d'une limite n'est que relative a cette illusion transcend an
tale, et donc la categolie de la totalite est deja constitutive d'une 
illusion transcendantale si I'on considere que cette totalite est 
absolue, c'est-a-dire constituee d'eIements a priori, bien dis
tincts, de la pensee. Autrement dit, la totalite n'est jamais que 
relative, toujours appelee a etre rouverte, et ce, simplement 
parce que l'individuation de ses elements ne peut jamais etre consideree 
comme achevee ou absolue. II en resulte que c'est Ie concept meme 
d'ensemble qui est constitutif d'une illusion transcendantale des 
lors, tout au moins, qu'on le considere comme absolu. Le monde ne 
peut jamais etre considere comme constitue d'ensembles 
que dans une fiction provisoire, correlative d'un point de vue 
limite, c'est-a-dire relatif au contexte dans lequel s'effectue 
Ie decoupage toujours lie a une loi de constitution particu
liere et partielle ne pouvant jamais etre prise comme une Ioi 
de constitution ontologique. II n'ensuit donc que la tMorie 
des ensembles n'est eIle-meme, d'un point de vue transcendan
tal, qu'une fiction transcendantale de la pensee, OU Ia pensee est 
irrectiblement aux prises avec ses phenomenes (les ensembles) 
pris dans l'horizon de sa phenomenalite: une tMorie abstraite 
des ensembles, degagee de toute intuition de la pensee, est une pure 
fiction de cette fiction transcendantale, ou un pur my the resultant 
de l'ontologisation integrale du monde en choses, en etants. 
Ou mieux, elle procede de l'institution symbolique d'uns bien 
distincts et chacun identique a soi. 

Les consequences pour une possible theorie transcendantale 
de I'abstraction transcendantale n'en sont pas moins impor
tantes. Car il resulte de tout ceci que seule la multiplicite a un 
statut transcendantal non illusoire - pour ainsi dire: seule la 
multiplicite est "originaire", dans Ie rythme des repetitions 
ou Ie scheme transcendantal ou la repetition se repete comme 
se repetant 14 -, que Ia categorie de totalite est immediate
ment generatrice d'une illusion transcendantale, ainsi que 

14. Cj. Ibid. 
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la categorie de l'unite, que ce soit dans son union synthe
tique avec la categorie de la multiplicite puisqu'elle engendre 
alors la totalite, ou que ce soit en tant que categorie s'appli
quant a l' a priori, puis que, precisement, de l' a priori nous ne 
pouvons rien savoir, sinon a posteriori, c'est-a-dire depuis la 
multiplicite, done pas meme qu'il est "un" ou unique -1'Un 
lui-meme est une illusion transcendantale, la pure apparenee 
transeendantale en laquelle l' a priori eomme tel apparait, 
ou plutot parait comme Un, et a ee titre, on ne peut meme pas 
dire de l'a priori qu'il soit ou ne soit pas, qu'il soit ou ne soit 
pas en soi autre chose qu'une simple illusion transcendantale 
necessaire de la pensee, ou l' etre insondable (au sens heideg
gerien) en lequel puise toute ontologisation ou toute reifica
tion du phenomene en etant. Tout ee que nous pouvons en 
dire, e'est qu'il est pour nous une illusion transcendantale qui est 
necessaire a la pensee, s'exen;ant toujours a posteriori, en quel
que sorte comme instance symbolique, pour pouvoir, tout sim
plement, penser. Dans ee contexte, il n'y a done pas de ma
thematique transcendantale, e'est-a-dire que la philosophie transcen
dantale ne peut rien prescrire a la pensee matMmatique, et c' est en 
ee sens que nous nous demarquons radicalement de l'ecole 
intuitionniste de Brouwer et Heyting. Placee tout entiere sous 
Ie signe de l'illusion transeendantale, dans Ie champ phenome
nal cree par l'illusion transcendantale, champ phenomenal OU 
il y va de la phenomenalite de la pensee, la mathematique 
ne peut recevoir de critere regulateur venant de la philoso
phie transcendantale. Sa regulation ne peut venir que de 
critere intrinseques, c'est-a-dire a la fois mathematiques et 
logiques, comme l'ont d'ailleurs toujours bien compris les 
mathematiciens et les logiciens, hostiles aux prescription 
venues de la philosophie. La mathematique en ressort d'ail
leurs completement transformee aux yeux du philosophe, 
puisqu'elle parait comme eette entreprise, litteralement fan
tastique, de dgler et de discipliner Ie champ phenomenal de la pen
see cree par l'illusion transcendantale et son institution symbolique: la 
B 
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logique pure, comme Ie disait bien Kant, est une logique 
de l'illusion, a quoi nous ajoutons que la mathematique est 
peut-etre Ie seul traitement coherent possible de l'illusion 
transcendantale, mais d'une coherence qui parait justement 
incoherente ou generatrice de conflits et d'antinomies in
ternes a la pensee des lors qu'on la met a l'epreuve de la 
reflexion critique-transcendantale puisque la mathematique 
nous apparait comme la fiction systematique constituant un sys
teme de fictions, de pures apparences transcendantales de la pensee, 
et faisant comme si, pour s'organiser en un tel systeme, ces 
pures apparences etaient des etres fixes, stables, pmjaitement bien 
individues, en ce qui est Ie lieu de l'institution symbolique de 
la mathematique. 

Car il n'empeche que, par ailleurs, il y ait une logique pos
sible des pures apparences transcendantales de la pensee (les 
nombres, les ensembles), et donc une logique transcendantale 
articulant leur constitution. Si la pensee se retrouve toujours 
deja dans Ie champ phenomenal de phenomenes multiples, 
si la pensce se meut toujours deja dans l' a posterioriti d'une 
multiplicite de phenomenes, il n'empeche qu'elle s'y oriente 
aussi, toujours deja, par la mediation des categories d'unite 
et de totalite, qu'elle constitue dans cette multiplicite des grou
pemcnts, des systemes, des relations, en lesquelles s'etablit 
chaque fois la correlation des trois categories de la quantite, 
la correlation de l'unite d'un point de vue et de l'unite d'une 
multiplicite rassemblee en totalite. Par la, nous nous achemi
nons vers une theorie transcendantale du concept, c' est-a
dire vers une esquisse pour ainsi dire hyper-kantienne de 
philosophie critique du concept OU se montreront davan
tage les conditions transcendantales constitutives dans les
queUes s'exerce la pensee mathematique, ou, ce qui revient 
au meme, OU apparaitra plus clairement Ie statut transcen
dan tal de la mathematique, ainsi que de la theorie canto
rienne des ensembles. Moyennant cela, il est possible d'envi
sager une "critique de la Raison pure mathematique", en 



UNE ANTINOMIE QUASI-KANTIENNE 115 

tant que critique de la logique de l'illusion transcendantale, 
qui coincide avec une critique de l'institution symbolique 
de monde et de langage en Iaquelle s'institue Ie mathcma
tique - s'il y a une critique possible de la Iogique de I'il
lusion transcendantale, c'est que ceUe logique n'est pas elIe
meme, du moins entierement, illusoire, car tel est Ie para
doxe auquel no us conduit toute notre demarche, en ce sens 
fidele a celle de Kant, qu'il y a une "necessite" dans l'institu
tion symbolique, et que Ie logico-mathematique, sans ori
gine phenomenologique, contrairement a ce que pensait 
HusserI, ne commence qu'avec elle 15. 

Marc RICHIR 

15. Dans les termes de nos Recherches pMnomenologiques (op. cit.), Ia 
"critique de la Raison pure mathematique" releve, dans son versant positif, 
de l'anthropologie philosophique (d'une philosophie de I'institution symbo
Iique) et non pas de l'anthropologie phenomenologique, qui ne concerne 
comme c'est ici Ie cas, que son versant negatif. 




